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切 欠 き形状の全範 囲に対 して正確 な応力集 中係数 を与 える計算式*

(円周切欠きを有する丸棒ねじり試験片)
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Convenient Stress Concentration Formula Useful for Any Shape of 

Notch in a Round Test Specimen 

(Torsion of a Round Bar Having a V-Shaped and Circular-Arc Notch) 

Nao-Aki NODA*3, Yasushi TAKASE and Yousuke ETOU
*3 Department of Mechanical Engineering, Kyushu Institute of Technology , 

1-1 Sensui-cho, Tobata-ku Kitakyushu-shi, Fukuoka, 804-8550 Japan

In this work, stress concentration factors (SCFs) of a round bar with a circular-arc or V-
sharped notch Kt are considered on the basis of exact solutions for special cases and accurate 
numerical results. First, for the limiting cases of deep and shallow notches , the body force method 
is used to calculate the SCFs ; then, the formulas are obtained as Ktd and Kts . On the one hand, upon 
comparison of Kt and Ktd. it is found that Kt is nearly equal to Ktd if the notch is deep or blunt . On 
the other hand, if the notch is sharp or shallow, Kt is mainly controlled by Kts and the notch depth . 
The notch shape is classified into several groups according to the notch radius and notch depth ; then , 
the least squares method is applied for calculation of Kt/Ktd and Kt/Kts . Finally, a set of convenient 
formulas useful for any shape of notch in a round test specimen is proposed . The formulas yield SCFs 
with less than 1% error for any shape of notch. The effect of notch opening angle on the SCF is also 
considered for the limiting cases of deep and shallow notches. 
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1. 緒 言

円周切欠きを有する丸棒はしば しば試験片として用

いられ,そ の応力集中間題は材料強度に関する研究に

おいて重要である.著 者らは丸棒が,引 張 りおよび曲

げを受ける場合について,切 欠きが深い場合の解や浅

い場合の解を有効に利用 し,切 欠き半径 ρが極端に大

きい円弧切欠き[図1(a)]や 切 欠き半径 ρが極端に小

さい鋭い切欠き[図1(c)]を も含めた,切 欠 き寸法の

すべての範囲に対して応力集中係数を正確に与える計

算式を提案 した(1),(2).図1の 形状は引張 りや回転曲

げのみならずねじり疲労試験においてもよく用いられ

ている.し か し,ね じりの場合では切欠 き寸法のすべ

ての範囲に対 して正確な応力集中係数を求める計算式

は提案されていない.

そこで本研究では,丸棒引張 り問題や丸棒曲げ問題

と同様に,丸 棒ね じり問題において,切 欠きが浅い場

合や深い場合の厳密解ならびに体積力法によって得ら

れた解析結果を基に物理的考察を行い,開 き角ω=60°

における切欠き形状の全範囲に対 して正確な応力集中

係数を与える高精度の計算式を提案することを目的と

する.ね じりでは,深 い場合の解や浅い場合による近

似が引張 りや曲げと大きく異なるので工夫が必要であ

る.ま た,開 き角の応力集中に及ぼす影響に関 して

も,切 欠きが浅い場合 と深い場合の両極限を中心とし

て考察する.

2.記 号

本論文で使用する記号をまとめて以下に示す.全 範

囲で求める応力集中係数K,は 最小断面の公称応力に

基づ く.

ρ: 切 欠 き半径

t: 切欠 き深さ

α: 切欠 き底の最小断面の半径

D: 直径

(a) ρ》 α,t (b) ρ=α,t (c) ρ《 α,'
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Fig.1 Round specimens with clrcular-arc and V-shaped notch.
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d : 最 小断 面 の直 径,4=2α

ξ : =√t/p

η : =√ρ/t

λ : =2t/D

x : α/ρ≦1.0の と き,x=α/P

ρ/α≦1.0の と き,x=2-ρ/α

Kt : 図1(a)～(c)の 問 題 の応 力 集 中係 数

Kts : 60°V形 切 欠 き を有 す る半 無 限板 の 応 力 集 中係 数

KtH : 深 い 回 転 双 曲 面 切 欠 きの 応 力 集 中係 数(3)

KtH=3(1+√a/ρ+1)2/4(1+2√a/ρ+1)

Ktd : 深 い6°V形 切 欠 きの 応 力 集 中係 数

ω : 切 欠 き の開 き角(degree)

M1 : 体 積 力 法 に よ る解 析 の 際 の 切 欠 きの 円 弧 部 の 分

割 数

M2 : 体積 力 法 に よ る解 析 の 際 の 切 欠 きの 直 線 部 の 分

割 数

3. 浅い 切欠 きの解や深い切欠 きの解

における切欠 きの開 き角の影響

3.1 浅 い切欠きの解K応 まず,切 欠き深さ

が浅い場合の極限に相当するV形 切欠きを有する半無

限板の応力集中係数Kts=Kt|2t/D→0を考察する.さ きの引

張り及び曲げの問題でこの極限の解は,切 欠き半径 ρが

小さい場合や切欠き深さtが 浅い場合に有効であること

を示した(1),(2),(4).開 き角ωを変化させて体積力法に

よる計算を行って得られた結果を表1に 示す.表1の 結

果は有限の分割数から分割数無限大の場合を外そうに

よって求めている.そ の例を表2に 示す.表2は 開き角

ω=60°,90° で のKtsの 値 をt/ρ=64,1600の 場 合 につ い て

示 して い る.表2の よ うな 検 討 に よ っ て表1は 有 効 数 字

4桁 程 度 の 精 度 が あ る と考 え られ る.表1に 示 す よ う

に,t/ρ<1.0で は 開 き 角 の 影 響 が ほ と ん ど 表 わ れ ず,

ω=0° ～90°の 結 果 は 有 効 数 字3桁 程 度 ま で 一致 す る.し

か し,t/ρ>1.0で は ρ→0に 従 って 開 き 角 の 影 響 は 大 き

(a)

(b)

Table 1 Kts/KtE for various ω [Kts=Kt｜2t/D→0.Kts=1+√l/ρ]

Table 2 Convergellce of Kts.

Fig.2 Kts/KtE vs √ρ/l for (a) torsion and (b) tennsion.
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く表われる.す なわち,ω=90° →0°に従ってKtsが 大 と

なる.表1でt/ρ=∞ の結果はt/ρが大きいときの結果か

ら外そうによって求めたものである.表1の 結果を図2

(a)に示 す.こ こで,比 較のため引張りの場合も示 した

[図2(b)].例 えば,t/ρ=400で ね じりではω=0°と

ω(90'は その値が2倍 程度異なるのに対して引張 りで

の違いは17%で ある.結 局,ρが小さい浅い切欠きのね

じりの場合には,引 張りの場合より開き角ωの影響がは

るかに大きいことがわかる.等価だ円の考え方より引張

りでもねじりでもρとtを固定すれば,開 き角の影響は

ω=0°～90°程度ではさほど大きくないと考えられている

ようであるが,注 意が必要である.

3. 2 深い切欠きの解Ktd次 に,切 欠きが深い

場合に対する応力集中係数Ktd=Kt|2t/D→1を考察する.さ

きにこのような60°V形切欠きの引張りと曲げに対して回

転双曲面切欠きの解が,その近似値を与えることを示した

(1),(2),(5).そ こで,開 き角ω=0°～90°の場合のねじりに

ついて,切 欠きが深くなったときの極限の解Ktdを 以下の

ようにして求める.ま ず,表3に ω=60°で切欠きが深い場

合の体積力法による計算例を示す.表3で は有効数字4桁

程度の精度があることがわかる.表4に 表3の ようにして

求 め たω=60° で のKt/KtHの 値 を2t/D=0.7～0.9に つい て

示 す.ま た,収 束性 を利 用 して2t/D→1の 推 定 値 も示す.

表4に 示 す よ う に,切 欠 き が 深 い 場 合 す な わ ち

2t/D=0.7,0.8,0.9の 応 力集中係 数Ktと 深 い双 曲 面切欠 き

の解 、KtHを比較 す る と2t/D=0.7→0.9と 切 欠 き が深 くな

るに従 い応 力集 中係 数K、 と深 い双曲 面切 欠 きの解KtHと の

比は 一定 にな る.同 様 に して,深 いV形 切 欠 きの解Ktdを 開

き角ω=0° ～90°の 場合 につ いてパ ラメ ータxの 関数 として

求 め,表5に 示 す.図3は 表5の 結果 を 図示 した も ので あ

る.ρ →0と な る につ れ て ω=0° と ω=90° で 違 い はや や大

き くな り,7%程 度 の 違 い とな る.前 報 の 引張 り(6)で は

ρ→0で ω=0° と ω=90° の 結果 に5%の 差 が認 め られ たが,

開 き角 の影 響は それ ほ どね じりで も大 き くな い こ とがわか

Table 3 Convergence of Kt when ω=60° under torsion.

Table4 Kt/KtH when 2t/D→1.0 and ω=60° under torsion.

Table5 Kt/KtH for various ω when 2t/D→1.0 under torsion.

Fig.3 Ktd/KtH vs. a/ρ or ρ/a under lorsion.
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る.結 局,ね じりでは切欠きが深い場合には開き角の影響

は小さいが,浅 い場合では開き角の影響が大きいので,切

欠きの開き角の影響を考慮 した切欠きの任意寸法に対す

る計算式(5)を 提 案することは難しい.よ って,以 下で

はまず,ω=60° と固定した場合の切欠き寸法の全範囲に

対する評価式を考察する.そ の際,ま ず図2と 図3の 開

き角ω=60°の結果に最小二乗法を適用し,切 欠きが浅

い場合の解 と切欠きが深い場合の解をそれぞれ√t/ρと

α/ρの全範囲で求める.そ して,さ きの研究で求めた図

1の 問題の2ρ/D≧0.03に 対 して提案 した近似式(7)の

結果を図示し(図4～ 図7の 実線),ま た一部について

は体積力法の追加計算を行って考察する(図4～ 図7の

破線).そ の際切欠き深さのパラメータとしては主に

2t/Dを 用い,切 り欠き半径のパラメータとして主に

α/ρ(またはρ「の を用いて整理する.

4. 鋭 い切欠 きまたは浅い切欠 きの応力集中係数

まず,切 欠き半径 ρが小さい図1(c)の よ うな60°V形

切欠きに対する応力集中係数Ktを 考察する.こ のよう

な鋭い切欠きの応力集中係数は,同 一形状比t/ρのV形

切欠きを有する半無限板の応力集中係数Ktsよ り求める

ことができる.図4は,応 力集中係数K,と60°V形 切欠

きを有する半無限板の応力集中係数の解Ktsと の比を切

欠き形状の広い範囲(0<ρ/α ≦10)に ついて示したも

のである[図4(a)].こ こで,参 考のため引張 りの場合

も示した[図4(b)].な お,図4(a)で ρ/α→0の 線は著

者らがさきに求めた鋭い切欠きの値(8)であ る.

図4よ りねじりの場合[図4(a)]のKt/Ktsの 値 は,引

張 りの場合[図4(b)]ほ ど揃 ってないことがわかる.

従 って,Ktsを 用いる計算式の適用範囲が,引 張 りの場合

よりも限定されることになる.結 局,図4(a)に 示 すよう

なKt/Ktsの 値の検討から,以 下のことがわかる.

(1) 鋭 い切欠き(ρ/α=0.05)で は,Kt/Ktsの 値 は2t/D

のみでは決まらないが,ρ/α=0.05と ρ/α→0か ら間の値

を推測すれば,Ktを 求めることができる.

(2) 浅 い切欠き(2t/D≦0.02)で は,ρが極端に大きい

場合(α/ρ≦0.01)を 除きKt/Ktsの 値はほぼ2t/Dに よっ

て決まる狭い範囲に分布する.例 えば,2〃D隅0.02の と

き,Kt/Ktsの 実 際 の数値 はα/ρ巴0.01な らば、Kt/Kts冨

0.989で あ り,α/ρ→∞でも、Kt/Kts=0.956であ り,比 較

的狭い範囲に分布している.従 ってKt/Ktsの このような

性質を利用すれば,浅 い切欠きの1(fを求めることがで

きる.

(3) 浅い切欠きで,ρが極端に大きい場合(2t/D≦0.02

かっ α/ρ≦0.01)で は,次 節で鈍い切欠きの応力集中係

数を考察した結果,Kt=(1.000～1.002)と 見積もることが

できる.よ ってこの場合Kt≡1.001と して十分精度よく

評価できる.

5. 鈍 い切欠 きまたは深い切欠きの応力集中係数

ここでは,切欠き半径が大きいかまたは深い切欠きに対

する応力集中係数を考察する.このような切欠きに対して

切欠きの深い場合に相当する回転双曲面切欠きの解が,有

限深さの切欠き問題に対して広い範囲で有効(す なわち

Kt/KtH≡1)で あることは,引 張りについての論文(1)より

明らかである.そ こで本論文では,ね じりについても同様

に,切欠きが深い場合の応力集中係数をさらに精度良く求

めることを試みる.図5は,切 欠きが深い場合の応力集中

係数、Kt[図5(a)]がKJ図5(b)]の 値で近似できること

を示している.

次に,Ktと 式(3)よ り求めたKtdとの比で整理 した結果

を図6に 示す.こ こで,ね じりの場合[図6(a)]と 引張

(a)

(b)

Fig.4 Kt/Kts vs.2t/D for (a) lorsion and (b) tension
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りの場合[図6(b)]に ついて比較,検 討する.そ れによ

るとねじりの場合[図6(a)]で のK,/Ktdの 値は引張りの

場合[図6(b)]よ りもかなり揃っていることがわかる.

これは,Ktdに ついての近似が,引 張 りの場合よりも広

範囲にわたって利用できることを示 している.結 局,図

6(a)に 示すようなK,/Ktdの 値の検討から,以下に示す範

囲でKtdに よる近似が有効であることがわかる.

(a) 28/D≧0.7 (b)

(a)

(b)

(1) 2t/D≧0.4で20≦ α/ρ ≦ ∞ の 範 囲 で

0.985≦Kt/Ktd≦1.001

(2) 0.2≦2t/D≦1,0で0≦ α/ρ ≦20の 範 囲 で

0.984≦Kt/Ktd≦1.006

(3) 0,02≦2t/D≦0.2で0≦ α/ρ ≦2.0の 範 囲 で

0.912≦Kt/Ktd≦1.000

6. そ の他の切欠 きの応力集 中係数

ここでは,前 節まで示してない範囲(0.05≦ ρ/α≦0.5,

0.02≦2t/D≦0.2)の 応 力集中係数の評価方法を提案す

る.図4よ りこのような範囲では,Kt/Kts,の値がほぼ2t/D

のみによってきまり,狭い範囲に存在していることがわか

る.そ こで,高 精度の近似式を作るため,[Kt/Kts]ρ/a-0.2の値

を基準にしてKt/Ktsと の比をとる.そ の結果を図7に 示

す.図7よ り[Kt/Kts]ρ/a-0.2とKt/Ktsの比は0≦2t/D≦0.2

の範 囲で(0.96～1.05)の 狭い範囲にあることがわかる.

7. 切欠 き形状の全範囲に対 して応力集中係数 を

与 える計算式

以上の議論から,切 欠き形状の全範囲に対して応力

集中係数を与えるためその領域を7つ に分けたものを

図8に 示す.そ して必要となる線図と近似式をまとめ

て以下に記す.

7・1 半 無限板の60°V形 切欠 きまたは円弧形

状切 欠きのKts(図1で ρ,tが 有限でd,D→ ∞のとき

Kt→Kts)

(1) 0≦ ξ≦1.0

(1.a)

Fig.5 Kt and Ktd with V-shaped notches.

Fig.6 Kt/Ktd vs.a/ρ or ρ/a for (a) toion and (b) tension.
Fig.7 (Kt/Kts)/([Kt/Kts]

ρ/a-0.2) vs. 2t/D.
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(2)

(1.b)

(3)

(1.c)

(1.d)

図9に,式(1)のKts/KtEの 値 を図 示 す る.

7・2 鋭 い 切 欠 き のKt(図8の 領 域1:ρ/α ≦0.05

か つ2t/D≦0.4)

(2)

図10に,式 (2) の Kt/Ktsの 値 を図 示 す る.

Fig.8 Classification of notch shape

Fig.9 Kts/KtE vs √t/ρ and √ρ/t

Fig.10 Kt/Kts vs.2t/D.

Fig.11 Kt/Ktd vs. α/ρ or ρ/α.
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7・3 深 い60°V形 切 欠 き のKt(図1で α,ρが 有 限

でt→ ∞の と きKt→Ktd)

(3)

図11は,式(3)のKtd/KtHの 値 を図 示 した も の で

あ る.

7・4 鋭 く深 い 切 欠 き のKt(図9の 領 域2:ρ/α ≦

0.05か つ2t/D≧0.9)

(4)

7・5 深 い 切 欠 き のKt[図8の 領 域3:2t/D≧0.2

か つ α/ρ≦20(0≦x≦1.95)]

(5)

7・6 鈍 く 浅 い 切 欠 き のKt(図8の 領 域7:α/ρ ≦

0.01か つ2t/D≦0.02)

(6)

7・7 浅 い 切 欠 き のKt[図8の 領 域6:0.01≦ α/ρ

≦20(0.01≦x≦1.95)か つ2t/D≦0.02]

(7)

7・8 鈍 い 切 欠 き のKt[図8の 領 域4:α/ρ ≦2.0(0

≦x≦1.5)か つ0.02≦2t/D≦0.2]

(8)

7・8 そ の 他 の 切 欠 き のKt[図8の 領 域5:0.05≦

ρ/α≦0.5(1.5≦x≦1.95)か つ0.02≦2t/D≦0.2]

(9.a)

(9.b)

以上の式および線図を利用することにより全範囲の

応力集中係数が求まる.

8. 切 欠 きの寸法 の全範 囲に対 する近似式

以上を示 した式(1)～(9)で 切欠 きの寸法の全範

囲に対 して応力集中係数が与えられた.但 し,そ れ ら

の式はそれぞれの切欠 き寸法の範囲のみで有効であ

り,や や不便である.そ こで本研究では,式(1)～

(9)か ら得 られ る値 をさきに提案 した修正ノイバー

の三角則Kw(7)と の 比で整理する.

Fig.12 Kt/KtN vs. 2t/D.

Fig.13 Kt vs ρ/d.
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そしてに最小二乗法を適用することによって寸法の全範

囲に対して誤差1%以 内を目標 とする簡便な近似式を以

下のように得た.

(1)0<x≦1.95

(10.a)

(2)1.95<x≦1.99

(10.b)

(10.c)

(3)1.99<x≦2.0

(10.d)

(10.e)

ねじり問題では図4(a)に 示すように引張 り(1)や

曲げ(2)と 異 なり,切 欠きが鋭い場合ρ→0(即 ちκ

→2)の 近似はあまり良 くない.こ のことと関連して

式(10)に 示 すように近似式を3つ に分ける必要があ

る.図12に,式(10)のKt/KtNの 値 を図示する.図1

3は,Ktの 値 を線図にしたものである.

9. 結 言

本研究では,切欠きを有する丸棒ねじり問題を考慮 し

た,開 き角の影響を調べたほか切欠きが浅い場合や深い

場合の厳密解ならびに体積力法によって得られた解析結

果 を基 に 物理 的 考 察 を行 い,開 き角 ω=60° にお け る切

欠 き形状 の 全 範 囲 に対 して 正確 な 応 力集 中 係数 を与 える

高精 度 の 計 算 式 を 提 案 した.得 られ た結 論 を ま とめ る と

以 下 の よ うに な る.

(1) 切 欠 きが 浅 くな っ た場 合 の極 限(図1で2t/D→

0)に 相 当 す る,半 無 限 板 の 切 欠 き半 径 ρ/t=0～ ∞,開

き 角 ω=0° ～90°に対 す る 応 力 集 中係 数 、Ktsを求 め た.そ

の応 力集 中係 数Ktsは,開 き角(1)が ω=0° →90° と増 加 す

る に従 っ て.最 大 で2倍 程 度 まで 低 下 す る.そ の 低 下

は,ρ/tが 小 さい ほ ど顕 著 に 表 れ る.即 ち,浅 く鋭 い 切 欠

きで は 引張 りや 曲 げ の場 合 と大 き く異 な り切 欠 き の開 き

角 の 影 響 が 大 き く 表 れ る の で 注 意 が 必 要 で あ る(図

2).

(2) 切 欠 きが 深 くな っ た場 合 の極 限(図1で2t/D→

1)に 相 当 す る,深 いV形 切 欠 きに お い て,任 意 の切 り

欠 き半径 α/ρ,開 き角 ω=0° ～90°に 対 す る応 力 集 中係 数

Ktdを 求 め た.そ の 応 力 集 中係 数 、Ktdは,ω=0° ～90°の変

化 に 対 して最 大5%程 度 変 化 す る.即 ち,切 欠 き が 深い

場 合 に は 切 欠 き の 開 き 角 の 影 響 は 比 較 的 小 さ い(図

3).

(3) 切 欠 き を有 す る丸 棒 の ね じ り問題(図1)で は,浅

い切 欠 き の解(図2)に よ る 近似 は極 めて 悪 い け れ ど も

深 い切 欠 きの 解(図3)に よ る 近似 は 引張 り問題 と比べ

て 良好 で あ る.こ の よ うな ね じ り問 題 にお け る特 徴 を利

用 して,開 き角 ω=60° の す べ て の切 欠 き 寸 法 に 対 して

誤差1%程 度 以 内で 応 力集 中係 数 を与 え る計 算 式 を 提案

した(式(10)).
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